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LOI CAM ON

Trong qua trinh hoc tap va nghién cttu tai Truong Dai hoc Khoa hoc
— Dai hoc Thai Nguyeén, toi dudge nhan dé tai nghién cttu “ Vanh Euclide
cac s6 nguyen dai s6 7 dudi sy huéng dan ctia PGS.TS Dam Van Nhi.
Dén nay, luan van da dudc hoan thanh. C6 dudc két qua nay la do su
day bdo va huéng dan tan tinh vA nghiém khic ctia Thay. Toi xin bay
t6 long biét on chan thanh va sau sic téi Thay va gia dinh!

To6i cling xin gii 1on cdm on chan thanh dén Ban giam hiéu, Phong
Dao tao sau dai hoc va Khoa Toan — Tin ctia Truong Dai hoc Khoa hoc
— Dai hoc Thai Nguyén da tao moi diéu kien thuan 1gi gitp do toi trong
qua trinh hoc tap tai truong va trong thoi gian nghién cttu hoan thanh
luan van nay. Sy gitp dé nhiét tinh v thai do than thién ctia cic thay,
co gido, cac can bo thuoc Phong Dao tao, Khoa Toan — Tin da da deé
lai trong long mdi chiing t6i nhitng an tuong tét dep. Khong biét noi gi
hon, mot lan ntta t6i xin tran trong cam on.

To6i xin chan thanh cadm on gia dinh, ban be, dong nghiép va cac thanh
vién trong 16p cao hoc Toan KON (Khéa 2015-2017) da quan tam, tao
diéu kién, co vii va dong vien dé tdi c6 thé hoan thanh nhiém vu cia

minh.
Thar Nguyén, ngay 15 thang 5 nam 2017

Tac gia
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MO DAU

Vanh Euclide 1a khai niém quen thudoc nhung kha triru tugng trong
Iy thuyét vanh. Lép vanh dic biét nay cé nhitng tinh chat quan trong
dugce tng dung rat nhiéu trong toan phd thong, dic biét 1a trong cac ky
thi hoc sinh giéi trong va ngoai nude. Hién nay da xuat hién nhiéu bai
toan khoé trong cac ky thi hoc sinh giéi ma néu giai theo kién thiic phd
thong thi ta phai can nhiéu két qua phu va nhitng meo muyc. Nhung xét
bai toan ay theo con mat clia toan cao cap thi ta cé nhiing cich gidi he
thong hon. Do vay van dé nhin bai toan so cap duéi con mat toan cao
cap ciing rat dang dudc quan tam. Luan van nay dat van dé nghién ctu
ve vanh Euclid, mé rong vanh, bao déng nguyén, phan tit nguyén dai so,
chuan va vét, dé tit do c6 thé truyen tai mot s6 két qua cliia toan cao
CAp VAo toan so cap.

Cau trac luan van duge chia lam 2 chuong cu thé nhu sau.

Chuong 1 trinh bay vé vanh Euclide vd bao déng nguyén. Trong
chuong nay, Tiét 1.1 quan tam dén hai loai vanh dac biet 1a vanh Z[v/d]
va Z[\/p, /4] v6i d,p,q la cac s6 nguyén khong c6 uéc chinh phuong.
Tiét 1.2 nghién ctu khai niém vanh Euclide va dua ra mot s6 vi du
vé vanh Euclide nhu vanh Z[Vd] véi d = —1,2,3 (xem Ménh dé 1.2.8)
va vanh da thic mot bién véi he s6 tréen mot truong (Dinh 1i 1.2.11).
Tiét 1.3 quan tam dén khai niém s6 nguyén dai so, bao déng nguyén

dai s6, va chi ra ring vanh cic s6 nguyen dai sb ctia truong Q(v/d) véi
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d=—11,—7,-3, -2 la vanh Euclide (Dinh 1{ 1.3.8), dong thoi xac dinh
vanh cac s6 nguyen dai s6 ctia truong Q(v/d) (Dinh 1i 1.3.26). Phan cudi
Chuong 1 nghién ctu vé chuan va vét clia céc sé dai sb.

Chuong 2 trinh bay viéc van dung kién thic li thuyét trong Chuong
1 dé giai mot s6 dang toan so cap. Trong phan dau Chuong 2, chiing toi
khai thac cac tinh chat vé chuan, vét ctia cac phan ti trong cac vanh
Euclid Z[i, Z[\/2], Z[\/3], Z][/—2| ciing nhu cac vanh Z[v/—11], Z[\/—7),
Z[V5], Z[\6], Z[/—6] dé giai quyét cac bai toan dai s6 so cip, nhicu
trong s6 d6 c6 thé quy vé bai todn vé sy ton tai nghiem trong Z[v/d).
Tiét cudi Chuong 2 1a hé théng nhitng bai todn s6 cap ma 161 gidi cla
ching st dung cac két qua vé vanh cic s6 nguyen dai so, dac biét 1 tinh
dong ctia cac phép cong, trit, nhan trong tap cac sé6 nguyén dai so.

Do thoi gian va kién thic han ché nén chiac chan luan van con c6
nhitng thiéu s6t nhat dinh, kinh mong quy thay co va cac ban dong gop

- « L 2 , . « L N [P ~ — N
¥ kien de tac gia tiep tuc hoan thién luan vin nay.



Chuong 1

Vanh Euclide va bao déng nguyén

Muc dich ctia chuong 1 1a trinh bay cac két qua vé vanh Euclide, trong
d6 quan tam dén 3 16p vanh Euclide dac biet sau day:

_ Vanh Z [\/E} - {a+b\/c_l\a,b e Z} véide {—1,2,3).

- Mot s6 vanh cac s6 nguyeén dai sob.

- Vanh da thitc mot bién trén mot truong.

1.1 Vanh Z[Vd| va Z[\/p, /9

Nhiéu khi dé gidi mot bai toan ta phai st dung mot vanh nao do.
Trong muc nay ching toi st dung vanh Z[v/d] véi d 13 mot s6 nguyen
khong chita nhan ti chinh phuong.

Meénh dé 1.1.1. Cho s6 nguyén d > 1 khong la s6 chinh phuong. Khi
do

(1) Tap Z[Vd) = {a+bVd | a,b € Z} cing phép cong va nhan lap thanh
mot vanh giao hodn cé don vi va dnh za f : Z[Vd] — Z[\V/d] cho bdi
fla+b/d) = a—bVd, la mot tu ding ciu.

(2) Tap Z[v/—d) = {a 4+ ibVd | a,b € Z} cung phép cong va nhan lap
thanh mot vanh giao hodn ¢ don vi va dnh xa f tw vanh Z[\/—d
dén vanh Z[v/—d] cho bdi f(a +ibV/d) = a — ibV/d la mot tu ding

cau.
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Véi 2z = a+ bV/d € Z[Vd], u = a + ibVd € Z[\/—d], ta ky hiéu
N(2) = a®> — db?, N(u) = a® + db?. Ta goi N(z) la chudn cta z va N(u)

N 2 . , P s £ L. P 2
1a chuan cia w. Khi d6 ta c6 tinh chat sau doi véi chuan.

Hé qua 1.1.2. Vi 21, 2, . .., 2, € Z[Vd] va uy, ug, . .., u, € Z[\/—d] ta

luon co hé thic

N(z1z9...2,) = N(z1)N(z2)...N(z,)
N(ujug ... up) = N(up)N(uz)...N(uy,).

Ching minh. Gid st z; = a; + bpV/d € Z[\/E] voi k =1,...,n, va viét

tich [ (ar + bk\/c_l) = a4 bv/d. Qua tu déng cAu lien hop ta c6 ngay

k=1
H (CL]€ - bk\/c_i) =a— b\/E Vi
k=1
a® — b'd = | [(ar + beVd) | [(ax — bxVd) = ] [(af — bid)
k=1 k=1 k=1

Nén ta suy ra
N(z122...2,) = N(21)N(22) ... N(zp).
Tuong ty, ta cing ¢6 N(ujus ... u,) = N(u1)N(uz) ... N(uy,). O

St dung dinh nghia clia déng cau vanh, ta c6 thé kiém tra dugc tinh

chat sau day.

Meénh dé 1.1.3. Gid thiét p,q la hai s6 nguyén duong khong cé nhan
ti chinh phuong sao cho (p,q) = 1. Khi dé tap

ZI\/D, 4 = {a+by/p+c/qg+dy/pq | a,b,c,d € Z}

cung phép cong va nhan thong thuong lap thanh mot vanh giao hodn
¢6 don vi va cic dnh za ¢; : Z[\/p, /4] — L[\/P,\/q] cho tng phan ti



z=a+by/p+ c\/q + d\/pq vdi phan ti

$1(2) = a+ by/p + c\/q + d\/Pq
<¢2(z):a—b\/z_o—kc\/_—al\/p_q
$3(2) = a+ by/p — ¢/q — d\/Pq
\¢4(z):a—b P —cy/q+dy/pq

la nhing tw dang cau, vdi i=1,2,3,4.

Véi z € Z[\/p, /4], dat N(2) = ¢1(2)p2(2)P3(2)d4(2). Ta goi N(z) la
chudn cta z. Khi d6, st dung cac ding ciu trong ménh dé trén ta cé

tinh chit sau ctia chuan.
Hé qua 1.1.4. Néu z1, 2 € Z[\/p, /4] thi N(z122) = N(z1)N(22).

Chitng minh. Véi 2y, 2, € Z[\/p, \/q], ta c6 2122 € Z[,/p, \/q]. Hon nita,
¢i(z122) = di(21)Pi(22). Vay

N(z122) = H di(z1) [ di(22) = N(21)N ().

i:

Cho o € C. Ky hiéu

Qla] = {f(a) | f(x) € Q[z]};

Q@) = {89 1), g(x) € Q). g() # 0.
9(a)
Khi d6 Q [a] 1a vanh con nhd nhat ctia C chita Q va «. Hon nita, Q («)
14 trudng con nhd nhat ctia C chita Q va a. Ro rang Q (a) chita Q [a].
Néu a la s6 dai so (tiic a 1a nghiém ciia mot da thiic khac khong vé6i he

s6 trong Q) thi Q (a) = Q[a] (xem Dinh 1y 1.3.15).

Véi o, f € C, dat Q(«, 5) = (Q(a)) (B). Khi d6 Q(«v, 5) 1a trudng
con nho6 nhat ctia C chita Q, a, S.
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Meénh dé 1.1.5. Cho p, q la hai s6 nguyén duong khong cé nhan tié chinh
phuong sao cho (p,q) = 1. Khi doé @(\/;T), \/5) = Q(\/]_?—i— ﬂ).Hdn nia

Q(vp: Va) = Qlvp, v

Ching minh. Vi/p+,/7 € Q(\/p, /7) nen Q(/p+/2) € Q(/p, 7).
Déat v = /p+ /q. Khi d6 ta c6 he

{\/]3+ Vi =u
(p+30)y/p+ (¢ +3p)ya =’
Suy ra /p,/q € Q(u). Nhu vay
Q(vp+va) 2 Q(Vp va)-
Tom lai Q(v/p, v/q) = Q(y/P + /7). Dé dang chi ra
Q(vp: va) = Q| vp, val.

1.2 Vanh Euclide

Trudce tién ta nhac lai mot vai khai niém. Phan tit p # 0 va khong kha
nghich thuoc mién nguyén R duge goi 1a phan ti bat khd quy néu noé
khong c6 ude thie si. Phan tit p # 0 khong kha nghich dudgc goi 1a phan
tf nguyén to néu véi moi a,b € R va plab thi p|a hoac p|b. Cha ¥ rang
trong moi mién nguyén, moi phan tit nguyén té déu 1a mot phan ti bat
kha quy. Mién nguyén R duge goi 1a mot vanh chinh néu moi idéan cia

no6 la idéan chinh.

Dinh nghia 1.2.1. Mién nguyén R dudc goi 1a mot vanh Euclide néu
ton tai mot anh xa (Euclide) § : R* = R\ {0} — N théa man hai diéu
kién duédi day:

(i) V6i a,b € R*,a # 0 va bla, ¢6 6(b) < d(a).



